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Introduction

Ce mémoire vise 3 mettre en évidence les liens entre les
réseaux de neurones et la géométrie tropicale. [3]

Il propose une premiére une implémentation de ces idées et
présente quelques résultats issues de ce rapprochement.
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Introduction aux réseaux de neurones

Un réseau v de profondeur L s'écrit R™ — R™ — ... — R".:

L-1) 4

v =1 =5 o pb) o 5l ooMop)

Ou p sont les transformations affines et o les activations.
Chaque couple (p{),5(")) est appelé une couche.
p)  RM-1 — R™ est définie par

p(x) == Ax + b

Ou AU ¢ RM*n-1 sont appelées les matrices de poids,
b") € R™ les biais .
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Introduction aux réseaux de neurones ropesle de
. I'étude des
Une des activations les plus populaires est Relu, rectified réseaux de

neurones

linear unit qui correspond a max(0,.).
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La premiére transformation peut donc s'écrire en appliquant
le max composante par composante
o(p(x)) = max(Ax + b,0).
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Figure: Activation Relu
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Algébre tropicale sur le semi anneau (T := RU{—o00},®,®).
On définit deux opérations associatives sur T :

Xx®y:=max(x,y)etxOy:=x+y opical
On définit également la division tropicale @ : x,y — x — y
La puissance tropicale s'écrit quant a elle:

®a

X =XO..0x=axx




Polynémes et fonctions rationnelles tropicales

En dimension d, pour a € N9, un monéme tropical, noté x?,
est une expression de la forme :

xXP=coOX*O..0xM
T - T

Un polynéme tropical f dans RY est la somme tropicale,
notée > de mondmes tropicaux :

f(x) = Zxa = an OXr O ... OxF

acs ac$s

pour S un sous ensemble fini de N9, ¢ des réels, Vx de RY.

Une fonction rationnelle tropicale est la différence de deux
polyndmes tropicaux.
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Exemple de polynéme tropical ropiesle de

I'étude des
réseaux de

On peut se servir de |" espace des polyndmes tropicaux pour neurones
approximer la fonction exponentielle.
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Equivalence tropicale des réseaux de neurones

On pose 3 conditions concernant les éléments des réseaux de
neurones qui permettent d'obtenir une équivalence avec les
fonctions tropicales :

a les matrices de poids sont & valeurs entiéres

b les biais sont a valeurs réelles

c les activations sont de type Relu
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Equivalence entre réseaux de neurones et fonction
rationnelle tropicale

Théoréeme : Caractérisation tropicale des réseaux de
neurones

1. Soit v un réseau de neurones : RY — R, v est une
fonction rationnelle tropicale si et seulement si v vérifie

(a) - (¢
2. Soit une fonction rationnelle tropicale v = f @ g, v peut
&tre représentée par un réseau a L couches avec

L < max([loga(rr)] . [loga(rg)]) +2

en notant rr et ry le nombre de monomes dans f et g
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Preuve de |'équivalence tropicale des réseaux de
neurones

Soit A ¢ 7Zmxm et h(1) € R™ les poids de la couche 1:

La premiére couche peut s'écrire :

v = 5opM(x) = max(Ax+b,0) = max(ASrl)x—A(_l)x—i—b, 0)

VD) = g0 pM(x) = max(ASrl)x + b, A(_l)x) — AWy

v =50 p(x) = FO(x) - M (x)

Ou FW et G() sont des polyndmes tropicaux et (1) une
fonction rationnelle tropicale.
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Preuve de |'équivalence tropicale des réseaux de

neurones
Si a I'étape / le réseau de neurone peut s'écrire:

V) = g0 p(x) = F(x) — G (x)
Alors:

P 0 00(x) = HIHD (x) = 61+ (x))

) = 50 pUH) o ) (x) = FUHD(x) — GUH)(x))

avec

H(’“)(x) _ A(/+1),_-(/)(x) +A(/+1)G()( )_|_b(l+1)
GU(x) = A 60 (x) + AUFD FO) (x)
F(l+1)(x) — maX(H(IJrl)(X), G(l+1)(x))
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On obtient les équations tropicales suivantes pour les

(!

coordonnées f; gi(/) et hI(I) de ces matrices :

. ni41 ot M1 Na-
h = ij( % o @gj( % @ by Equivalence
j=1 j=1

ni4+1

(/+1) Qf—(/)au ®®g

f(l+1) h(l+1) Sg (l+l)
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Definition (Hypersurface)
Pour un polynéme tropical de la forme:

f(x) =cax @ ...& cgx

L’hypersurface est définie par:

T(f) = {x € RY | x™ = ¢ix% = f(x), a; # ozj}

Transformation
s hypcrsurfaces

L’hypersurface tropicale divise |'espace en régions ou le
réseau de neurone se comporte comme une fonction linéaire.

La complexité d'un réseau de neurones, qui correspond aux
nombres de régions linéaires que |'on peut représenter.




Transformation des hypersurfaces dans un
de neurones

10.0
75
. /

]
%]

=100

-100 -5 -30 -25 00 25 50 75 100

Figure: Hypersurface tropicale de
f,y) =4+ x+y®1+2y®2x 0505+ xB5+y

e Approche
reseau tropicale de
I'étude des

réseaux de

neurones

Grégoire Fournier

Transformation
s hypcrsurfaces




Transformation des hypersurfaces dans un réseau
de neurones

Les transformations dans un réseau de neurones sont :
combinaison linéaire et passage au max.

La combinaison linéaire pose probléme pour I'étude des
hypersurfaces, en effet :

Soit f1, > des polynémes tropicaux de RY — R? en notant
2

>~ la somme tropicale, f1(x) = Z,xail, fB(x) =3_; x%, que

faire de la somme classique fi(x) + f(x) = 3=, ; x7 i+

A ma connaissance, il n'existe pas de théoréme permettant
de lier directement T (f1), T (f) a T(f + f).
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Transformation des hypersurfaces dans un réseau
de neurones

Definition (Polytope de Newton)

Le polytope de Newton d un polynéme tropicale f est
I'enveloppe convexe des points représentant ses monomes:

N(f) = conv {(ci, b)) € R x R,i = 1,...,d) |

d d
N(f) = {Z Aiei b)Y X =1,0< )\i}
i—1 i—1

On définie également la subdivision induite par f, 6(f), en
notant UF pour I'enveloppe convexe supérieure:

6() = {n(p) € R | p € UF(N(F))
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Lien entre Hypersurfaces et polytope de Newton

Definition (somme de Minkowski)

La somme de Minkowski de deux ensembles P; et P, dans
R est I'ensemble:

P& Py = {x1+X2€]Rd | x1 € Py, x0 6P2}

Ou + est la somme composante par composante.

Lemma
fi, ..., fy des polynémes tropicaux de RY — R, en notant @
pour la somme de Minkowski et > pour la somme tropicale:

d d
TO ) =T

=1 i=1

d d
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Lien entre Hypersurfaces et polytope de Newton

Quand on a tenté de retranscrire les transformations de
couche en couche, on a vu que I'on aboutissait & une impasse.

En revanche |I" étude du polytope de Newton (étendu) se
révéle plus prometteuse :

Lemma
Soit f un polynéme tropical de T|[xi, ..., x4] et a un entier :

N(£?) = aN(f)

Lemma
Soit f, g deux polynémes tropicaux de T|[xi, ..., X4]

N(max(f,g)) = Conv(V(N(f)) UV(N(G))
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N (D) = ConviN (g U N (K]

Et les polyndmes de Newton sont des sommes de Minkowski
pondérées :

n
N(g) = Zau (K +3 N (e
j=1

Polytope de
Newton

n;
N(h) = Z aNED) + " a N (g") + bix e
=1




Lien entre Hypersurfaces et polytope de Newton

On définit la subdivision induite par f, 6(f), en notant UF
pour I'enveloppe convexe supérieure:

6() = {(p) € R? | p € UF(N(F))}

Théoréeme Maclagan and Sturmfels [1]

L'hypersurface tropicale 7(f) est le (d — 1) squelette du
complexe polyédral dual a la subdivision induite par f, 6(f).
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Approche

Exe m p | e tropicale de

I'étude des
réseaux de

Considérons par exemple un réseau a deux couches, eseaux d
v :R? = R avec ny = 2 entrées, n; =5 dans la premiére Grégoire Fournier
couche et ny = 1 en sortie.

En reprenant les notations précédentes:

1 1 2
3 0 -1
y = v(x) = max 1 -2 (Xl) +1 21,0
2 1 |\ 0
3 -3 -2

Sl

v (y) = max(—3y1 +2y2 + y3 — 2ya — y5,0)




Exemple
Pour ce faire il suffit de séparer:

) = max(Ax + b,0) = max(Agrl)x — AWy 4 b,0)

donc
X1 2O X2
0 -106 Xl3
gW(x) = | x2 M(x)=| 20x
0 x2xo
XS 20 xf

De la méme maniére on cherche a écrire
f@(x) = @ (x) ® g@(x), en posant z = g) et y = F(1).

La couche v(? peut donc s'écrire :

gx)=R0B0n0y oy
M) =Zo0yioyneZozs
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Exemple : variétés tropicales associées au réseau

On remarque que les gj(l) et hJ(-l) sont des monomes
tropicaux, les polytopes de Newton associés, N(gj(l)) et
N(hj(-l)) sont donc des points.

Comme () = h(1) @ g(1), /\/’(15-(1)) est |'enveloppe convexe
de deux points donc un segment.

En notant + la somme de Minkowski :

N(g®) = 3N (D) +2n(gl)) + N(gd)) + 2N (D) + .

N(h) = 3N (g™ + 2N (EM) + N (ED) + 20 (g +

Enfin V(f(?)) est I'enveloppe convexe de I'union de N (g(?)
et V(h(®)). On passe a I'hypersurface tropicale 7 (v).
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Exemple : variétés tropicales associées au réseau
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Figure: Le polytope convexe N(g(?)
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Exemple : variétés tropicales associées au réseau ropesle de
I'étude des

IR ré:eaux de
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Figure: L'enveloppe convexe du polytope de Newton N(f(2))
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Figure: Projection par 7 de I'enveloppe supérieure de N (f(?))



Thématiques connexes

» Géométrie computationelle
» Triangulation de Delaunay
» Enveloppe convexe de points
» Somme de Minkowski de polytopes
» Structure des polytopes
» Théoréeme de Minkowski Weyl
» Lemme de Farkas
» Approche combinatoire-polyédrale des réseaux de
neurones
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L'approche tropicale permet d'appliquer des théorémes sur
les combinatoires afin de mieux comprendre les réseaux de
neurones.

L'étude des polytopes nous permet d'obtenir un résultat sur
la somme de Minkowski.

Théoréme : Gritzmann Sturmfels|2]

Soit Py, ...Py des polytopes de RY, soit m le nombre de cotés
de {P1,...Px} n'étant pas paralléles.

Alors le nombre de sommets dans la somme de Minkowski de

ces polytopes : @Ll P; est inférieur a 2 Z}tol (mjfl).

Une conséquence




Conséquence de |'approche tropicale

Théoréme [3]

Soit v : RY — R un réseau de neurones vérifiant les

conditions (a) — (c) précédentes, et si nj > d V/ dans [1, L];

Alors v a au plus Hf';ll Zf.j:o ("’) régions linéaires.

i

Et pour n réel tel que n > n; VI alors le nombre de région de

v est borne en O(n9(t=1),

Proof.

Si L =2 : la preuve est rédigé dans le mémoire.

Pour L > 3 la démonstration est plus longue et est disponible

dans Zhang et Al. [3].

O
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Figure: Précision des réseaux en fonction de leur entralnement d'une application
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Figure: 6(f) pour un réseau a 1 couche cachée, de largeur h = 10
a différentes étapes de I'entrainement
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Figure: 6(f) pour un réseau & 2 couches cachées, de largeurs h =
4 3 différentes étapes de I'entrainement
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Conclusion et Références |

Des possibilités intéressantes de poursuite de cette approche
comprenne |'interprétation de propriétés empiriques des
réseaux de neurones concernant les noyaux, la régularisation
ou la profondeur des réseaux.
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